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RESUMO 

 

A indústria do petróleo atua em diversos setores sendo um recurso energético 

de fundamental importância nos dias atuais. O processamento do petróleo passa por 

diversas etapas desde sua extração até o refino e o seu uso comercial. Uma das 

etapas é o teste de formação que coleta informações vitais de um poço recém 

aberto ou que precisa ser analisado. Para a realização do teste de formação são 

utilizadas diversas ferramentas, que juntas, compõe uma coluna de teste 

convencional. Para o projeto e otimização dessas ferramentas é necessário 

conhecer os valores de tensão que elas estão submetidas nos variados tipos de 

carregamentos. Para determinar essas tensões, existem softwares, que através do 

método de elementos finitos fornecem esses valores de acordo com os parâmetros 

fornecidos. Assim, o objetivo deste trabalho é gerar uma análise de tensões, tanto 

analíticos quanto utilizando o método CAE, de ferramentas utilizadas para a 

realização de testes de formação. Tais análises serviram como base de dados para 

a empresa Sigmarhoh Well Testing Services ltda, como também servirá para a 

otimização de projetos já existentes. O trabalho será apresentado em forma de dois 

estudos de caso reais de engenharia, que irão representar o trabalho feito com 

diversas ferramentas. Primeiramente será feito um teste da aplicação dos 

carregamentos (uma comparação entre os valores de tensão encontrados nos 

cálculos analíticos e os valores fornecidos pelo software) e, na sequência, a 

aplicação dos parâmetros nos dois estudos de caso, visando obter equipamentos 

otimizados e bom retorno nas operações em campo. 

 

 

  

 

 

 

 



 
 

ABSTRACT 

 

 The oil industry operates in various sectors being na anergy resource of 

fundamental importanece today. The oil proceding goes through several phases 

since its extraction until refining and comercial use. One step in the well teste that 

collects vital information from a newly opened pito r a pit that needs to be analyzed. 

For the test, various tool are used, wich together, make up a conventional testind 

column. For the design ans optimization off these tools is necessary to know the 

values of tension that they are subjected to various types of loads. To determine 

these stresses, there are softwares, wich through the finite element method (FEM) 

provide these value according to the supplied parameters. The objective of this work 

is to generate a stress analysis, both analytical and using the CAE method of tools 

that are used for well testing. Such analysis worked out as a database for Sigmarhoh 

Well Testing Services Company, but wi also optimize existing designs. The work will 

be presented in two cases studies of real engenneering cases, that will represent the 

work done with various tools. First it will be done a teste of loads application ( a 

comparison between stress values provided by the software) and from then on the 

application parameters of two cases studies in order to achieve optimized equipment 

and good return on operations field. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

 A área da resistência dos materiais aplicada a projetos é de fundamental 

importância na engenharia mecânica, o conhecimento das tensões para cada tipo de 

carregamento e a escolha do material adequado para cada situação deve ser 

devidamente analisada. Para o conhecimento e cálculo dessas tensões existem 

diversos métodos analíticos que através de fórmulas, tabelas e critérios de falhas 

diferentes fornecem os dados suficientes para a elaboração de projetos. Porém 

existem casos em que a utilização do método analítico não é suficiente para a 

determinação dos valores essenciais de projetos. 

O método de elementos finitos (MEF) começou a ser desenvolvido em 1909 

por Walter Ritz (1878-1909) para determinar a solução aproximada de problemas de 

mecânica dos sólidos deformáveis. Em 1943, Richars Courant (1888-1972) 

aumentou consideravelmente as possibilidades do método de Ritz introduzindo 

funções lineares especiais definidas sobre regiões triangulares e aplicou o método 

para a solução de problemas de torção. Então coube a Coube e Clough (1960) 

introduzir, pela primeira vez, o termo elemento finito. Se inicialmente, o MEF fora 

desenvolvido como um método baseado em computação para análise de estruturas 

espaciais, no final dos anos 60 passou a ser utilizado para a simulação de 

problemas não estruturais como fluidos termomecânica e eletromagnetismo 

(CAMPOS, 2006). 

 O método de elementos finitos possibilitou a obtenção de forma rápida de 

tensões em componentes de geometria complexa. Atualmente existem diversos 

softwares no mercado que possibilitam a utilização do MEF em modelos 

tridimensionais e que ajudam na elaboração de projetos, deve-se ter atenção às 

condições de contorno impostas e aos parâmetros de malha, pois falhas nestas 

variáveis podem levar a valores errôneos de tensão e gerar erros graves de projeto. 

Este trabalho consiste na utilização do método de elementos finitos como 

auxílio para o desenvolvimento e otimização de projetos relacionados a ferramentas 

utilizadas em testes de formação em poços de petróleo. Essas ferramentas são de 

propriedade da empresa Sigmarhoh Well Testing Servicesl ltda que foram cedidas 

para a realização deste trabalho. 
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 Tal desenvolvimento da engenharia torna acessíveis cálculos de tensão e 

deformação com certa precisão de modelos com geometria complexa. As 

ferramentas utilizadas em testes de formação necessitam deste auxílio para o seu 

dimensionamento e otimização, pois além de certas vezes apresentarem geometria 

complexa, podem ser sujeitas a diversos tipos de carregamento combinados como 

tração, flexão, torção e pressões internas. 

 Primeiro será feita uma revisão bibliográfica sobre análise de tensões, tanto 

dos métodos analíticos como pelo método dos elementos finitos seguida de uma 

análise das variáveis de malha do software usando como exemplos de 

carregamentos simples de tração e flexão. Estes parâmetros servirão como base 

para dois estudos de caso reais de análise de tensões em ferramentas utilizadas em 

testes de formação em poços petrolíferos usando software comercial baseado em 

elementos finitos. 
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2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

2.1. Teste de Formação em Poços de Petróleo 

 

 De acordo com THOMAS (2001), denomina-se “Testes de Formação” ou 

“Avaliação de Formações” as atividades e estudos que visam definir em termos 

qualitativos e quantitativos o potencial de uma jazida petrolífera, isto é, a sua 

capacidade produtiva e a valoração de suas reservas de óleo e gás.  

 Imagine um poço em um reservatório novo, selado nos seus limites externos. 

Inicialmente o reservatório está em equilíbrio, isto é, em qualquer ponto a sua 

pressão é a mesma e igual à chamada pressão estática original. Quando o poço é 

colocado em produção (durante um teste, por exemplo), o equilíbrio das pressões é 

quebrado: a pressão é menor no poço e vai crescendo à medida que se afasta dele 

em direção aos limites do reservatório. Quando um volume de fluido produzido é 

pequeno, em comparação ao tamanho do reservatório, observam-se quedas de 

pressão (em relação à pressão original) apenas em uma região próxima do poço. 

Neste caso, as pressões nas porções do reservatório mais afastadas do poço 

permanecem iguais à pressão original. Com o avanço da produção, a região afetada 

(onde se observam quedas de pressão) vai aumentando e, eventualmente, se 

propaga para todo o reservatório. Quanto mais fluido é retirado maiores são as 

quedas de pressão observadas. O período de tempo em que o poço está produzindo 

é chamado de período de fluxo. 

 Imagine agora que, após um certo tempo de fluxo, o poço seja fechado. 

Embora a vazão de produção seja nula,continuará ocorrendo movimento de fluidos 

no reservatório até que não haja diferença de pressão no seu interior. Assim, a 

pressão medida no poço crescerá com o passar do tempo e, após um longo período, 

eventualmente se estabilizará. Esta pressão de equilíbrio é denominada pressão 

média do reservatório. O período de tempo em que o poço está fechado é 

chamado é chamado de período de estática ou período de crescimento de pressão. 

 A pressão média vai declinando com o tempo à medida que o fluido do 

reservatório vai sendo produzido. A esse processo de queda de pressão do 
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reservatório (correspondente a uma certa produção de fluidos) dá-se o nome de 

depleção. 

 É importante notar que as variações de pressão ao longo do tempo 

observadas no poço, tanto no período de fluxo quanto no período de estática, 

dependem de três fatores: 

a. das características do reservatório (tamanho, propriedades da rocha, etc.); 

b. das propriedades dos fluidos nela contidos; e 

c. do histórico de produção, isto é, do perfil de vazão versus tempo. 

Diversos tipos de testes podem ser programados e executados, dependendo 

dos objetivos que se esperam alcançar. Dentre os objetivos do teste podem ser 

citados: identificação dos fluidos contidos na formação, verificação da pressão 

estática e da existência de depleção, determinação da produtividade da formação, 

dos parâmetros da formação e dano de formação, além da amostragem de fluido 

para PVT (Pressão, Volume e Temperatura). 

O teste de formação é um método de avaliação das formações que equivale a 

uma completação provisória que se faz no poço. O teste de formação consiste 

basicamente em: 

 isolar o intervalo a ser testado através de um ou mais obturadores; 

 estabelecer um diferencial de pressão entre a formação e o interior do 

poço, forçando os fluidos da formação a serem produzidos; 

 promover, através da válvula de fundo, períodos intercalados de fluxo 

(com medições das vazões de produção na superfície, se for o caso) e 

de estática;  

 registrar continuamente as pressões e fundo em função do tempo 

durante um teste. A análise dos dados coletados durante um teste de 

pressão possibilita avaliar o potencial produtivo da formação testada. 

Uma coluna de teste de formação é composta de um conjunto de 

ferramentas, escolhido em função do tipo de sonda (flutuante, posicionamento 

dinâmico, fixa, etc.), das condições mecânicas do poço (aberto, revestido, direcional, 

profundidade do intervalo a ser testado, etc.) e dos objetivos do teste. 

A figura 1 mostra, esquematicamente, uma coluna básica de teste de 

formação. De baixo para cima a coluna apresenta: 
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 Registrador mecânico de pressão externo. Constituído de uma 

unidade de pressão e de uma unidade de registro é capaz de registrar 

continuamente a pressão em função do tempo. O registrador é dito 

externo por registrar somente a pressão externa à coluna de teste. 

 Tubos perfurados. Permitem a passagem dos fluidos da formação 

para dentro da tubulação. 

 Obturador. Quando assentado, suas borrachas vedam o espaço 

anular, isolando a formação da pressão hidrostática do fluido de 

amortecimento contido no espaço anular. 

 Registrador de pressão interno inferior. É idêntico ao registrador 

externo, registrando porém as pressões por dentro da coluna de teste, 

abaixo da válvula testadora. 

 Conjunto de válvulas. Operadas da superfície, permitem a abertura 

ou fechamento da coluna de teste. Durante a descida da coluna a 

válvula de fundo evita a entrada de fluido na coluna de teste. 

 Registrador de pressão acima da válvula. Idêntico aos outros 

registradores, registra a pressão acima da válvula de fundo.  

 Válvula de circulação reversa. (circulação no sentido do anular para 

o interior da coluna). Quando aberta no final do teste, conecta o anular 

com o interior da coluna de tubos, permitindo a remoção dos fluidos 

produzidos durante o teste. 

 Tubulação. Coluna de tubos até a superfície. 
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Figura 1: Coluna convencional de teste de formação. Fonte: THOMAS (2001). 

 

Na figura 2 podem ser acompanhadas as diversas fases do teste e 

respectivos diagramas de pressão (pressão versus tempo) obtidos pelo registrador 

externo. Nos diagramas da figura o deslocamento horizontal (da esquerda pra 

direita) representa a passagem de tempo, enquanto que a distância vertical, medida 

em relação à linha base traçada na superfície (linha de pressão atmosférica), é 

proporcional à pressão atuante no registrador. 

Antes da descida da coluna de teste, o poço está cheio de fluido de 

amortecimento – fluido de perfuração ou de completação com peso suficiente para 

conter os fluidos das formações. 

Durante a descida da coluna, o fluido de amortecimento penetra pelos tubos 

perfurados e sai pelos orifícios de uma válvula de desvio (by-pass) localizada acima 

do obturador. A válvula testadora está fechada e, portanto, a tubulação acima desta 

é mantida vazia. 
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Na figura a ferramenta atingiu a profundidade de assentamento do obturador. 

O diagrama de pressão mostra o aumento da pressão hidrostática exercida pelo 

fluido de amortecimento, desde a superfície (onde é zero) até a posição de teste, 

onde é máxima (PHI é a pressão hidrostática inicial). 

 

Figura 2: Diagrama pressão versus tempo típica de um teste de formação. Fonte: 

THOMAS (2001). 

Após a instalação dos equipamentos de superfície – que permitirão o controle, 

a medição e o descarte dos fluidos porventura produzidos – o obturador é 

assentado, isolando o intervalo a ser testado da pressão do fluido de amortecimento. 

Imediatamente entra em ação um mecanismo de retardo da válvula de fundo, a qual 

de abre após alguns minutos. Neste instante, o fluido de completação existente 

abaixo do obturador se expande pra dentro da coluna, liberando a formação da 

pressão hidrostática. Tem início, então, o primeiro período de fluxo. No diagrama da 

pressão, a pressão cai de PHI para PFI (pressão de fluxo inicial) quase 

instantaneamente, pois a formação é comunicada com a pressão atmosférica 

através da coluna vazia. 

À medida que os fluidos vão sendo produzidos, os registradores acusam um 

aumento de pressão devido ao crescimento da coluna de fluido dentro da tubulação. 

Durante o período de fluxo, o sopro deve ser observado, e se houver produção de 

líquido ou gás na superfície, deve-se medi-la. 
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Após o primeiro fluxo, a válvula de fundo é novamente fechada e o registrador 

começa a registrar o primeiro crescimento de pressão, como mostra a figura 2. O 

último ponto registrado do crescimento de pressão é denominado PE (pressão 

estática 1). Durante o período de fechamento, o registrador acima da válvula deverá 

registrar uma pressão constante e igual à última pressão de fluxo (PFF). 

Prosseguindo a operação, a válvula de fundo é aberta para o segundo 

período de fluxo e, posteriormente, novamente fechada para o segundo crescimento 

de pressão. 

Ao ser desassentado o obturador, a pressão hidrostática final (PHF) é 

registrada, e à medida que a coluna vai sendo retirada do poço, pressões 

hidrostáticas decrescentes são registradas até se chegar a superfície. 

Durante a retirada da coluna é feita a circulação reversa. A válvula de 

circulação reversa é aberta e o fluido de amortecimento é bombeado pelo espaço 

anular, recuperando-se os eventuais fluidos produzidos durante o teste. Além dos 

motivos de segurança, a válvula de circulação reversa permite a identificação e 

medição dos fluidos nos testes em poços não surgentes. 

 

2.2. Análise de Tensões 

 

 Para se obter valores de tensão em componentes sólidos de qualquer 

geometria, pode-se utilizar tanto resultados de uma análise analítica quanto 

resultados através do método de elementos finitos (MEF). Então, é possível 

encontrar valores de tensão bem próximos utilizando duas maneiras diferentes. O 

método analítico é o método baseado em mecânica clássica, encontrando valores 

coerentes com a prática. O método de elementos finitos transforma o meio contínuo 

em discreto e calcula, através de método computacional e interpolação, a 

deformação e a tensão em cada ponto discretizado do componente. Ambos os 

métodos são utilizado na prática da engenharia mecânica. Uma explicação mais 

detalhada desses métodos pode ser encontrada no anexo A deste trabalho. 
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3. METODOLOGIA 

 

 A metodologia de trabalho consiste em aplicar o método de elementos finitos 

em dois estudos de caso de análise de tensões baseado em situações reais de 

engenharia, tais situações correspondem a ferramentas utilizadas para a realização 

de teste de formação em poços petrolíferos. O primeiro caso se diz respeito a uma 

otimização de projeto de uma ferramenta que falhou em operação, o segundo utiliza 

o método para o suporte de dimensionamento de um equipamento chamado swivel. 

Todos os resultados obtidos neste trabalho foram utilizados na prática. 

 A metodologia será dividida em: 

 Definição dos parâmetros de malha a partir da comparação dos 

resultados de tensão obtidos através do método analítico e método de 

elementos finitos; 

 Estudo de caso I; 

 Estudo de Caso II. 

Para as simulações através do método de elementos finitos foi utilizado o 

software Solidworks 2011. Para o cálculo através do método analítico foi utilizado o 

software EES – Engenniering Equation Solver. 

O computador utilizado nas simulações possui a seguinte configuração: 

 Processador: Intel® Core™ 2 Duo 

 Memória instalada (RAM): 2 GB 

 Tipo de sistema: Sistema operacional 32 bits.  
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4. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

4.1. Definição dos Parâmetros de Malha 

 

Antes de aplicar o software diretamente nos estudos de caso, uma análise foi 

feita com dois modelos; um em tração e outro em flexão. Essa análise tem a 

finalidade de definir como se comporta o valor de tensão final com a variação dos 

parâmetros de malha. Através desse teste será definido qual tipo de elemento, seu 

tamanho médio e o tipo de geração de malha que será utilizado nas análises. Os 

valores encontrados, variando-se esses parâmetros, serão comparados com o valor 

encontrado através do método analítico. 

 Através da opção qualidade de malha pode-se escolher entre um tipo de 

elemento tetraédrico linear ou tetraédrico parabólico. 

 Elementos lineares também são chamados de elementos de primeira ordem 

ou ordem inferior. Elementos parabólicos também são chamados de elementos de 

segunda ordem ou ordem superior. 

 Um elemento tetraédrico linear é definido por quatro nós de canto conectados 

por seis arestas retas. Um elemento tetraédrico parabólico é definido por quatro nós 

de canto, seis nós intermediários e seis arestas. As figuras a seguir mostram 

desenhos esquemáticos de elementos tetraédricos sólidos lineares e parabólicos. 

 

Figura 3: Elemento sólido linear e elemento sólido parabólico. Fonte: 

(CALTAROSSO, 2008). 

 

 A geração da malha pode ser feita através do algoritmo Voronoi-Delaunay, 

com ou sem refino em curvaturas. O valor de tensão é gerado a partir do critério de 

falha de Von Misses. 



11 
 

4.1.1. Modelo em Tração 

 

 A partir da criação de um modelo em CAD mostrado na figura 4 iremos aplicar 

uma força com intensidade de 120 kN e comparar os resultados de tensão entre o 

método analítico e o método de elementos finitos com diversos parâmetros de 

malha. A figura 5 mostra a direção da força aplicada no modelo. 

 

 Modelo: 

 

Figura 4: Modelo para o cálculo em tração 

 

 

Figura 5: Direção da força de 120 kN aplicada ao modelo. 

 

4.1.1.1. Cálculo Através do Método Analítico para o modelo em tração 

 

 Pretende-se saber qual a tensão máxima obtida neste modelo para um 

carregamento de tração de 120 kN. 

 



12 
 

 

 

 

Figura 24: Fator de concentração de tensão para o modelo em tração. Fonte: (BEER 

et al, 2010). 

 A partir da relação D/d encontramos o valor de A e b (figura 24) que fornecerá 

o valor do fator de concentração de tensão Kt. 

D/d = 1,16 
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Resultados: 

  

 O valor de tensão máxima encontrado foi de 48,5 MPa. 

 

3.1.1.2. Cálculo Através do Método de Elementos Finitos para o Modelo em 

Tração 

 

As tabelas a seguir mostram os valores de tensão encontrados e o erro em 

relação ao valor analítico. Variaram-se os parâmetros de tipo de elemento, tamanho 

do elemento e tipo de geração da malha: 
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Elemento Tetraédrico Linear 

Cenário Geração da malha Tamanho 

dos 

elementos 

(mm) 

Tempo 

de 

solução 

(s) 

Número de 

elementos 

Número 

de nós 

Tensão 

máxima 

(MPa) 

Erro 

(%) 

1 VoronoiDelaunay 

Simples 

20 1 1084 283 30,5 -37,1% 

2 VoronoiDelaunay 

Simples 

10 2 6971 1500 32,4 -33,2% 

3 VoronoiDelaunay 

Simples 

5 9 44005 8599 33 -31,9% 

4 VoronoiDelaunay 

Com base em 

curvatura 

20 1 3989 877 34 -29,8% 

5 VoronoiDelaunay 

Com base em 

curvatura 

10 3 12814 2641 34,9 --28% 

6 VoronoiDelaunay 

Com base em 

curvatura 

5 5 49082 9529 35,5 -26,8% 

        

        

Tabela 1: Valores de tensão para o elemento tetraédrico linear em tração. 

 

 

Elemento Tetraédrico Parabólico 

Cenário Geração da malha Tamanho 

dos 

elementos 

(mm) 

Tempo 

de 

solução 

(s) 

Número de 

elementos 

Número 

de nós 

Tensão 

máxima 

(MPa) 

Erro 

(%) 

7 VoronoiDelaunay 

Simples 

20 1 1084 1819 38 -21,6 

8 VoronoiDelaunay 

Simples 

10 2 6971 10612 40,8 -15,8 

9 VoronoiDelaunay 

Simples 

5 9 44005 63722 43,9 -9,5 

10 VoronoiDelaunay 

Com base em 

curvatura 

20 2 3989 6131 45,3 -6,7 

11 VoronoiDelaunay 

Com base em 

curvatura 

10 2 12814 19066 46,7 -3,7 
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12 VoronoiDelaunay 

Com base em 

curvatura 

5 12 49082 70820 47,5 -2 

        

Tabela 2: Valores de tensão para o elemento tetraédrico parabólico em tração. 

 

Segue abaixo na tabela 3 as ilustrações de algumas malhas utilizadas: 

 

 Elemento: Tetraédrico 

Linear; 

 Tamanho de Elemento: 20 

mm; 

 Tipo de Geração de 

Malha: VoronoiDelaunay 

Simples. 

 

 

 Elemento: Tetraédrico 

Linear; 

 

 Tamanho de Elemento: 10 

mm; 

 

 Tipo de Geração de 

Malha:VoronoiDelaunay 

Simples. 
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 Elemento: Tetraédrico 

Parabólico; 

 

 Tamanho de Elemento: 20 

mm; 

 

 Tipo de Geração de 

Malha:VoronoiDelaunay 

com base em curvatura. 

 

 

 Elemento: Tetraédrico 

Parabólico; 

 

 Tamanho de Elemento: 5 

mm; 

 

 Tipo de Geração de 

Malha:VoronoiDelaunay 

com base em curvatura. 

  

Tabela 3: Algumas malhas utilizadas. 

 

Percebe-se, na figura 6, a distribuição de tensão no modelo. A área em 

vermelho corresponde ao local com a tensão máxima. 

 

 

Figura 6: Distribuição de tensão, a área vermelha corresponde à região de tensão 

máxima 
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3.1.2. Modelo em Flexão 

 

 Assim como o modelo em tração iremos comparar os resultados entre o 

método analítico e o método de elementos finitos com diversos parâmetros de malha 

para um modelo em flexão (figura 7). Será aplicado um carregamento de 10 KN em 

flexão pura.  A figura 8 mostra a direção da força aplicada no modelo. 

 

Modelo: 

 

 

Figura 7: Modelo para cálculo em flexão. 

 

 A figura 27 mostra a direção da força aplicada no modelo. 

 

 

Figura 8: Direção da força no modelo em flexão. 
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3.1.2.1. Cálculo Através do Método Analítico Para o Modelo em Flexão 

 

 

 

 

 



19 
 

Figura 28: Fator de concentração de tensão para o modelo em tração. Fonte: (BEER 

et al, 2010). 

 

D/d = 1,4 

 A partir da relação D/d encontramos o valor de A e b (figura 19) que fornecerá 

o valor do fator de concentração de tensão Kt. 

 

Resultados: 

 

 

 O valor de tensão normal de flexão máxima encontrado foi de 277,9 MPa. 

O modelo em flexão, além das tensões normais, possui também tensões de 

cisalhamento que atuam de forma oposta às normais, segundo item 2.5. 

Para uma barra maciça de seção circular segue que a tensão de cisalhamento 

máxima devido à flexão se localiza na linha neutra e tem o valor de ηmáx =  . 
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Resultados 

 

A tensão de cisalhamento máxima devido à flexão tem o valor de 6,8 MPa. 

Percebe-se que nesse caso a tensão de cisalhamento máxima é muito inferior à 

tensão máxima devido à flexão. 

 

3.1.2.2. Cálculo Através do Método de Elementos Finitos para o Modelo em 

Flexão 

 

Assim como o modelo em tração, as tabelas a seguir mostram os valores de 

tensão encontrados e o erro em relação ao valor analítico. Variaram-se os 

parâmetros de tipo de elemento, tamanho do elemento e tipo de geração da malha: 
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Elemento Tetraédrico Linear 

Cenário Geração da 

malha 

Tamanho 

dos 

elementos 

(mm) 

Tempo 

de 

solução 

(s) 

Número 

de 

elementos 

Número 

de nós 

Tensão 

máxima 

(Mpa) 

Erro 

(%) 

1 VoronoiDelaunay 

Simples 

20 1 634 191 98,5 -64,5% 

2 VoronoiDelaunay 

Simples 

10 2 3463 837 131,6 -52,6% 

3 VoronoiDelaunay 

Simples 

5 9 44005 8599 150,7 -45,8% 

4 VoronoiDelaunay 

Com base em 

curvatura 

20 1 3989 877 151,8 -45,4% 

5 VoronoiDelaunay 

Com base em 

curvatura 

10 3 12814 2641 161 -42% 

6 VoronoiDelaunay 

Com base em 

curvatura 

5 5 49082 9529 181,4 -34,7% 

        

        

Tabela 4: Valores de tensão para o elemento tetraédrico linear em flexão. 

 

Elemento Tetraédrico Parabólico 

Cenário Geração da 

malha 

Tamanho 

dos 

elementos 

(mm) 

Tempo 

de 

solução 

(s) 

Número 

de 

elementos 

Número 

de nós 

Tensão 

máxima 

(Mpa) 

Erro 

(%) 

7 VoronoiDelaunay 

Simples 

20 1 634 1153 183,3 -34  

8 VoronoiDelaunay 

Simples 

10 2 3463 5600 221,8 -20,2 

9 VoronoiDelaunay 

Simples 

5 9 23589 35105 263,4 -5,2 

10 VoronoiDelaunay 

Com base em 

curvatura 

20 2 1767 2971 270 -2,8 

11 VoronoiDelaunay 

Com base em 

10 2 9407 14369 272,5 -1,9 
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curvatura 

12 VoronoiDelaunay 

Com base em 

curvatura 

5 12 49082 70820 274,3 -1,3 

        

Tabela 5: Valores de tensão para o elemento tetraédrico parabólico em flexão. 

 

 A tensão de cisalhamento máxima pôde ser obtida também através do 

método de elementos finitos. A figura 9 mostra o corte feito na seção circular do 

modelo. Na figura 10 observa-se a vista frontal do corte e a tensão na linha neutra, 

essa tensão corresponde ao valor máximo devido ao cisalhamento. A tensão devido 

à flexão na linha neutra é zero. 

 A malha utilizada para a obtenção da tensão de cisalhamento máxima devido 

a flexão foi a mesma utilizada no cenário 12 da tabela 5. 

 

 

Figura 9: Corte de seção do modelo. 

 

Na figura 10 observa-se na vista frontal do corte, a tensão na linha neutra, 

essa tensão corresponde ao valor máximo devido ao cisalhamento. 

 A tensão de cisalhamento máxima devido à flexão encontrada pelo método de 

elementos finitos tem o valor de 6,68 MPa. 

 A tensão de cisalhamento máxima devido à flexão encontrada pelo método 

analítico tem o valor de 6,79 MPa. 

 O erro tem o valor de -1,4%, que corresponde aproximadamente ao erro 

também encontrado para a tensão normal máxima devido à flexão. 
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Figura 10: Vista frontal do corte. A linha azul representa a linha neutra. A tensão 

obtida corresponde à tensão de cisalhamento máximo devido à flexão. 

 

Percebe-se na figura 11 a distribuição de tensão no modelo. A área em 

vermelho corresponde ao local com a tensão máxima. 

 

 

Figura 11: Distribuição de tensão, a área vermelha corresponde à região de tensão 

máxima. 

 

O valor mais próximo de tensão encontrado utilizou os seguintes 

parâmetros de malha: 

 

 Tipo do elemento: Tetraédrico parabólico; 
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 Tamanho do elemento: 5 mm; 

 Geração de malha: Voronoi-Delaunay com o aplicativo de geração de 

malha com base em curvatura. 

 

A depender da geometria ou complexidade do componente estudado, utilizar 

estes parâmetros pode acarretar dificuldades devido ao grande número de dados a 

serem processados necessitando de longos tempos computacionais. Esse primeiro 

comparativo serviu também para identificar o erro no valor da tensão para a 

utilização de malhas mais simples. Para casos de projetos de grande risco algumas 

malhas não podem ser utilizadas como parâmetro do valor final da tensão. 

 

3.2. ESTUDO DE CASO I 

 

3.1.2. Descrição do Caso 

 

 Este primeiro estudo partiu de uma demanda da empresa Sigmarhoh Well 

Testing Services. Durante uma operação de teste de formação, ocorreu uma falha 

por flexão em uma ferramenta chamada porta registrador, a parte da coluna que 

estava abaixo da peça que falhou caiu no poço. Este tipo de problema pode gerar 

muitos transtornos e custos, como interromper a produção do poço e a realização do 

serviço para realizar uma operação de pescaria do registrador. 

 Segundo THOMAS (2001), o termo “peixe” é utilizado na indústria de petróleo 

para designar qualquer objeto estranho que tenha caído, partido ou ficado preso no 

poço, impedindo o prosseguimento das operações. Então o termo pescaria é 

aplicado a todas as operações relativas à recuperação ou liberação do “peixe”. A 

pescaria é uma operação sempre indesejável em um poço de petróleo. Traz 

conseqüências desastrosas, tanto no atraso de produção do poço quanto em suas 

condições mecânicas, podendo ocasionar desmoronamentos. Por isso, um ditado 

comum nos campos de petróleo é: “A melhor técnica de pescaria é evitá-la”. 

 O porta registrador tem como objetivo proteger um equipamento chamado 

registrador, que tem a finalidade de medir com precisão os valores de pressão e 

temperatura em diversos setores da coluna. 

 A ferramenta porta registrador é composta por seis partes (figura 12): 
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 Top Sub; 

 Bottom Sub; 

 Arruela Centralizadora; 

 Camisa;  

 Anel de encosto; 

 O’ring. 

Esta ferramenta foi fabricada com o material Aço SAE 4140. 

A figura 12 mostra o desenho de conjunto e os componentes do porta 

registrador em corte. 

 

 

Figura 12: Vista em corte do porta registrador. 

 

 Observa-se na figura 13 o modelo tridimensional em CAD do conjunto. 

 

 

Figura 13: Vista em perspectiva do modelo em CAD do porta registrador. 

 

A peça que falhou foi o Bottom Sub, em destaque na figura 34. 
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Figura 14: Bottom Sub em destaque 

3.2.2. Análise da Falha. 

 

 

                       Figura 15: Detalhe da falha.     Figura 16: Falha em flexão. 

 

A partir da inspeção visual do componente após a ruptura (figura 15), pôde-se 

observar um tipo de falha típica de carregamento de flexão (CALLISTER, 2005), 

observa-se nitidamente onde ocorreu a região de tração e de compressão, além da 

linha neutra (figura 17).   
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Figura 17: Regiões de tração e compressão na falha por flexão. 

 

Ao analisar o desenho da peça, observou-se no local de ruptura uma fonte de 

concentração de tensão (figura 18). A mudança abrupta de seção gera um aumento 

significativo na tensão média do componente. 

 

 

Figura 18: Ponto de concentração de tensão. 

 

 

Figura 19: Ampliação do ponto de concentração de tensão. 

 

3.2.3. Análise Utilizando o Método de Elementos Finitos 

 

O primeiro passo da análise consiste em saber através da simulação, qual o 

valor máximo de força que a peça consegue resistir. 
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3.2.3.1. Definição do Material 

 

O software não apresenta em seu banco de dados o material Aço SAE 4140, 

mas o usuário tem a possibilidade de editar um material e inserir no banco de dados 

do programa (tabela 6). 

De acordo com CALLISTER (2005), segue as propriedades mecânicas do 

Aço SAE 4140 editados no software: 

 

 

Tabela 6: Propriedades do SAE 4140 editados no software. 

 

 

 Com o modelo e materiais definidos, aplica-se uma carga de flexão na peça 

que gere um fator de segurança de 1 para o limite de resistência máxima, com o 

objetivo de identificar qual o momento máximo que a peça resiste. A simulação 

consiste nas seguintes etapas: 

 Restrição; 

 Aplicação da força; 

 Criação da malha; 

 Resultados da análise. 

 

3.2.3.2. Aplicação da Restrição 

 

 A restrição é a parte da peça que ficará fixa no momento da simulação, de 

acordo com a figura 20. 
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Figura 20: Aplicação da restrição 

 

 

3.2.3.3. Aplicação da Força 

 

 Para gerar um carregamento de flexão, a força aplicada tem direção 

perpendicular à linha de eixo da peça como mostra a figura 21. 

 

            

                                        Figura 21: Força aplicada no componente. 
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3.2.3.4. Criação da Malha 

 

 A malha aplicada neste primeiro estudo de caso (figura 22) será a que 

apresentou o valor mais aproximado de tensão de acordo com a definição de 

parâmetros de malha. As características da malha podem ser observadas na tabela 

7: 

 

 

 

Figura 22: Aspecto da malha utilizada. 

 

 As características da malha podem ser observadas na tabela 7: 

 

Tabela 7: Características da malha. 

Tipo de elemento Tetraédrico parabólico 

Tamanho do elemento 5 mm 

Geração de malha Voronoi-Delaunay com base em 

curvatura 

Tipo da malha Malha sólida 

Qualidade da malha Alta 

Total de nós 256063 

Total de elementos 162716 

Tempo de conclusão 14 s 
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3.2.3.5. Resultados da Análise 

 

 Segue na figura 23 a distribuição de tensão no componente. 

 

 

  Figura 23: Distribuição de tensão no modelo original. 

 

 A tensão máxima encontrada foi de: 

 ζmáx = 1021 MPa 

Este tensão corresponde a um fator de segurança 1 para o limite de 

resistência máxima do aço SAE 4140, ou seja, a tensão de ruptura. A força máxima 

admissível para a flexão aplicada neste ponto encontrada foi de aproximadamente: 

 

 F = 24 kN 
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Figura 24: Local evidenciando a concentração de tensão. 

 

3.2.4. Re-projeto da Peça 

 

 O ponto de máxima tensão mostrado confirmou a concentração de tensão 

suspeita. Como solução, foram propostas algumas alterações no projeto e várias 

simulações para verificar os resultados obtidos. 

Primeiramente foi feito um afastamento dos dois pontos de concentração de 

tensão que estavam próximos. A distância entre os dois pontos no modelo original é 

de 8,177 mm. Ao aumentar a distância foi constatado que o valor de tensão reduzia 

até um momento em que se tornava praticamente constante, como mostrado na 

tabela 8. Para otimização fixou-se o valor da distância em 29,177 mm (figura 25). O 

critério de parada levou em consideração a menor tensão obtida em uma distância 

que não levasse a custos excessivos de material como mostrado na tabela 8. 

 

Tabela 8: Valores de tensão em relação à distância dos pontos de concentração de     

tensão obtidos a partir de simulação. 

 

Distância (mm) Tensão Máxima (MPa) 

8,177                            1021 

12,377 886,3 

16,577 857 

20,777 856,6 

24,977 856,4 

29,177 856,3 
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Figura 25: Distanciamento entre os dois pontos de concentração. a) projeto 

original, b) proposto. 

 

O principal ponto de concentração de tensão corresponde à mudança abrupta 

de seção sem um raio de concordância. Para definir o valor deste raio, simulou-se 

valores entre 2 mm e 4 mm com intervalos de 0,25 mm (tabela 10). Este intervalo foi 

escolhido devido ao aumento da tensão para raios acima de 4 mm e a não redução 

considerável abaixo de 2 mm para tensão obtida no modelo original. Este aumento 

de tensão acima do filete de 4 mm ocorria devido à criação de uma nova 

concentração de tensão com a rosca. De acordo com as simulações, o raio de 2,75 

mm foi o que apresentou o maior aumento no fator de segurança. 

 

Tabela 9: Variação do raio de filete versus fator de segurança de acordo com a 

simulação. 

               Raio(mm)                F.S (Fator de segurança) 

2,00 1,60 

2,25 1,52 

2,50 1,56 

2,75 1,64 
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3,00 1,57 

3,25 1,56 

3,50 1,57 

3,75 1,55 

4,00 1,56 

 

 Podemos observar o modelo antes e depois da aplicação do filete, na figura 

26. 

 

Figura 26: Modelo antes e depois da aplicação do filete de 2,75 mm. 

 

Segue abaixo a simulação feita com o modelo proposto, mostrando a redução 

de tensão e as melhorias do projeto. 

Foram utilizados os mesmo parâmetros de malha (figura 27) e o mesmo valor 

de carregamento de 24 kN da primeira análise. As características da malha são 

mostradas na tabela 10. 
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                          Figura 27: Malha no modelo otimizado. 

 

                           Tabela 10: Características da malha. 

Tipo de elemento Tetraédrico parabólico 

Tamanho do elemento 5 mm 

Geração de malha Voronoi-Delaunay com base em 

curvatura 

Tipo da malha Malha sólida 

Qualidade da malha Alta 

Total de nós 346967 

Total de elementos 227189 

Tempo de conclusão 19 s 

 

 

A figura 28 mostra a distribuição de tensão do modelo otimizado para o 

carregamento de 24 kN. 

 

 

Figura 28: Distribuição de tensão no modelo otimizado. 
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O resultado da simulação para o projeto otimizado é mostrado na figura 28. A 

tensão máxima encontrada para o novo modelo foi ζmáx = 621,4 MPa. O fator de 

segurança em relação à tensão de ruptura obtido após as modificações no projeto 

para a carga de 24 kN foi de 1,64. Para o modelo original essa mesma carga gerava 

um fator de segurança de 1, ou seja, as modificações feitas no componente gerou 

um aumento no fator de segurança da peça em 64% para o carregamento de flexão 

e uma redução na tensão máxima de 1021 MPa para 621,4 MPa. Após o re-projeto, 

a massa do componente aumentou em 2,8 kg, representando um acréscimo de 19,6 

%. O aspecto final do projeto é mostrado na figura 29. 

 

 

    Figura 29: Aspecto final do projeto. 

 

3.3. ESTUDO DE CASO II 

 

3.3.1. Descrição de Caso 

 

 O segundo estudo de caso corresponde ao dimensionamento de uma 

ferramenta chamada swivel com a ajuda da análise por elementos finitos. 

 De acordo com THOMAS (2001) a cabeça de injeção ou swivel é o 

equipamento que separa os elementos rotativos daqueles estacionários na sonda de 

perfuração. Sendo assim, a parte superior não gira e sua parte inferior deve permitir 

rotação. O swivel é utilizado também durante o teste de formação suportando o peso 

da coluna que corresponde a 170.000 lb e transmitindo giro à mesma. 
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 As medidas iniciais do dimensionamento foram feitas a partir de 

equipamentos já existentes; o método de elementos finitos ajudou na identificação 

dos pontos de maior tensão e uma simulação de carga. O conhecimento dos pontos 

de maior tensão ajuda futuramente em uma inspeção mais confiável desses locais 

específicos através de ensaios não destrutivos. 

 Este projeto é de autoria do setor de projetos da empresa Sigarhoh Well 

Testing Services Ltda, e a usinagem dos seus componentes foram feitas pela 

contratada Sigmarhoh do Brasil Ltda. A Sigmarhoh Well Testing Services concedeu 

imagens do projeto com a condição da não divulgação do dimensional de seus 

componentes.  

A ferramenta swivel é composta por oito partes (figura 50): 

 Top Sub;  

 Bottom Sub;  

 Rolamento auto-compensador de rolos; 

 Rolamento radial; 

 Gaxetas; 

 Porca Trava; 

 Housing. 
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Figura 30: Projeto do swivel. 

 

Os rolamentos foram selecionados de acordo com a carga máxima de 

trabalho, no projeto utilizou-se um rolamento autocompensador de rolos mostrado na 

figura 31 e um rolamento radial (figura 32). 

                                                 

Figura 31: Rolamento autocompensador de rolos.               Figura 32: Rolamento 

radial. 

 

3.3.2. Análise Utilizando o Método de Elementos Finitos 

 

 Assim como o estudo de caso I, a simulação foi feita nesta ordem: 

 Restrição; 

 Aplicação da força; 

 Criação da malha; 

 Resultados da análise. 

 

3.3.2.1. Restrição e Aplicação da Força 

 

 A aplicação da força corresponde a um valor de 756 kN (170.000 lb). A 

direção da força é mostrada na figura 32. Essa força corresponde ao peso da coluna 

que o swivel deve suportar. 
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Figura 32: Sentido da força no swivel. 

 

3.3.2.2. Criação da Malha 

 

 Após algumas tentativas em simular com a mesma malha do primeiro estudo 

de caso sem sucesso, devido ao computador utilizado não suportar o grande 

número de operações, outra malha foi utilizada com as características da tabela 11: 

 Esta malha utilizada produz segundo o estudo de malha para tração (tópico 

4.1.1) um erro negativo de 6,7 % no valor de tensão em relação ao cálculo com 

método analítico. Primeiramente veremos os valores gerados pelo software, depois 

aplicaremos o erro no valor de tensão encontrado. 
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    Tabela 11: Características da malha para o swivel. 

 

Tipo de elemento Tetraédrico parabólico 

Tamanho do elemento 20 mm 

Geração de malha Voronoi-Delaunay com base em 

curvatura 

Tipo da malha Malha sólida 

Qualidade da malha Alta 

Total de nós 146967 

Total de elementos 87189 

Tempo de conclusão 25 s 

 

 

A figura 33 mostra o modelo do projeto com a distribuição da malha. 

 

 

 

         

Figura 33: swivel com a distribuição da malha. 
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3.3.3. Resultados  

 

 A figura 34 mostra a distribuição de tensão do modelo para o carregamento. A 

tensão máxima de todo o conjunto tem o valor de: 

 ζmáx = 385,3 MPa. 

 

 

Figura 34: Pontos de tensão máxima e mínima no swivel. 

 

Além da tensão máxima em todo o conjunto, o software fornece o valor do 

fator de segurança mínimo e os locais de maior tensão para cada componente. 

Segue a abaixo esses dados para as peças que sofrem os principais esforços. 

 

Bottom sub 

 

A figura 35 mostra o local no bottom sub com o menor fator de segurança. 
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Figura 35: Local com menor fator de segurança no Bottom Sub. 

 

 Valor máximo da tensão: ζmáx = 385,3MPa 

 Fator de segurança para a tensão de escoamento = 1,7 

 Fator de segurança para a tensão de ruptura = 2,64 

 

A figura 36 evidencia o local de maior tensão no bottom sub. 

 

 

Figura 36: Local de maior tensão no Bottom Sub. 
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Housing 

 

A figura 37 mostra o local no housing com o menor fator de segurança. 

 

 

Figura 37: Local com o menor fator de segurança no Housing. 

 

 Valor máximo da tensão: ζmáx = 332,5 MPa 

 Fator de segurança para a tensão de escoamento = 1,97 

 Fator de segurança para a tensão de ruptura = 3 

 

A figura 38 evidencia o local de maior tensão no housing. 
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Figura 38: Local com maior valor de tensão no Housing. 

 

Top Sub 

A figura 39 mostra o local no top sub com o menor fator de segurança. 

 

 

Figura 39: Local com menor fator de segurança no Top Sub. 

 

 Valor máximo da tensão: ζmáx = 222 MPa 

 Fator de segurança para a tensão de escoamento = 2,95 

 Fator de segurança para a tensão de ruptura = 4,6 

 

A figura 40 evidencia o local de maior tensão no top sub. 
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Figura 40: Local com maior valor de tensão no Top Sub. 

 

 Agora, ao acrescentarmos os 6,7% no valor da tensão obteremos os 

seguintes resultados para cada componente:  

 Bottom Sub: 

 Valor máximo de tensão: 411,1 MPa 

 Fator de segurança para a tensão de escoamento: 1,6 

 Fator de segurança para a tensão de ruptura: 2,48 

 Housing: 

 Valor máximo de tensão: 354,8 MPa 

 Fator de segurança para a tensão de escoamento: 1,84 

 Fator de segurança para a tensão de ruptura: 2,87 

 Top Sub: 

 Valor máximo de tensão: 236,9 MPa 

 Fator de segurança para a tensão de escoamento: 2,76 

 Fator de segurança para a tensão de ruptura: 4,3 

 Conclui-se então que a malha utilizada no estudo de caso II produz resultados 

confiáveis e os valores de tensão encontrados podem ser usados como valores de 

projeto. 

 Após a análise das tensões, os componentes do swivel foram fabricados e 

montados. A figura 41 mostra o projeto finalizado. 
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Figura 41: Concepção artística em CAD do projeto. 

 

A figura 62 mostra o projeto fabricado e montado. 

 

 

Figura 42: swivel fabricado e montado. 
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4. CONCLUSÃO 

 

 O trabalho possibilitou a realização de análises através do método de 

elementos finitos em situações reais de engenharia, além de uma visão comparativa 

com resultados. 

 A empresa parceira do trabalho obteve resultados positivos com este estudo, 

através da realização dos projetos, aumentando a qualidade das ferramentas 

utilizadas em campo.  

 No estudo de caso I a análise possibilitou uma otimização do projeto de um 

porta registrador que falhou por flexão em operação: 

 Aumento do fator de segurança em 64 % para carregamentos de flexão; 

 Diminuição na tensão para carregamento em flexão em 38,2 %; 

 O custo benefício relacionado ao aumento da massa correspondente a 

19,2 % é pequeno em relação aos custos acarretados por uma falha em operação. 

No estudo de caso II a análise deu suporte ao dimensionamento de um 

swivel: 

 O maior valor de tensão encontrada no modelo que foi de 411,1 MPa não 

ultrapassa a tensão de escoamento do Aço SAE 4140 que é de 655 MPa, gerando 

um fator de segurança mínimo em todo o projeto de 1,6; 

 

 A identificação dos locais com maior valor de tensão gera um banco de 

dados importante em relação a futuras inspeções no equipamento. 

No trabalho pode-se observar a importância da identificação dos parâmetros 

de malha e qual o seu significado na prática, vale ressaltar que os valores de tensão 

encontrados com a utilização de malhas muito grosseiras não podem ser tomadas 

como o valor final de projeto, e sim, apenas como uma estimativa inicial. 

 

 

 

 

 

 

 



48 
 

5. REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

 

BEER et al. Resistência dos materiais.4ª edição. Editora Bookman, 2010. 

 

BEVERGLIERI et al. Diagrama de Voronoi no plano: abordagem algoritmica 

incremental, Programa de pós-graduação em ciências cartográficas, FCT, UNESP, 

2008. 

 

CAIRES L, D. Reconstrução e geração de malhas bidimensionais não 

estruturadas utilizando a triangulação de Delaunay, III seminário de pós-

graduação em engenharia mecânica – UNESP, Bauru, 2010. 

 

CALLISTER, W. D. Ciência e engenharia dos materiais: uma introdução. Editora 

LTC, 2005. 

 

CALTAROSSO, F. Análise de tensões em equipamentos da moagem da cana-

de-açúcar usando o método dos elementos finitos.Tese (Mestrado em 

engenharia mecânica) - São Carlos, 2008. 

 

CAMPOS, M. D. O método de elementos finitos aplicado à simulação numérica 

de escoamento de fluidos - III Bienal da SMB – IME/UFG, 2006. 

 

GARCIA, A.; SPIM, J. A.; SANTOS. C. A. Ensaios dos materiais. Rio de Janeiro, 

2000. 

MAGALHÃES,G.  M.,  PASSARO,  A.,  ABE,  N.  M.,  Geração  de  malha  de  

Delaunay orientada  a objetos,  Anais  do Worcomp’2000  – Workshop  de  

Computação,  São  José  dos Campos, SP, 17-18/10/2000. 

 

NAMIKAWA, L, M. Um método de ajuste de superfície para grades triangulares 

considerando linhas características. Tese (Mestrado em computação aplicada) – 

Ministério nacional de pesquisas espaciais, INPE, são José dos Campos, 1995. 

 

NORTON, R .L. Projeto de máquinas. 2ª edição. Editora Bookman, 2007. 



49 
 

 

SHIGLEY et al .Projeto de engenharia mecânica. 7ª edição. Editora Bookman, 

2008. 

THOMAS, J. Fundamentos de engenharia de petróleo. 2ª Edição, Editora ciência, 

2001. 

 

WIKIPEDIA. Diagrama de Voronoi. Disponível em 

<http//pt.wikipedia.org/wiki/Diagrama_de_Voronoi. Acesso em 24 de junho 2011. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



50 
 

ANEXO A 

A.1. Tensão Normal 

 

 Segundo BEER et al.(2010), a força por unidade de área, ou intensidade das 

forças distribuídas sobre uma dada seção, é chamada tensão naquela seção e é 

representada pela letra ζ (sigma). A tensão em uma componente de área de seção 

transversal A submetida a uma carga axial P é obtida simplesmente dividindo-se o 

valor da carga P pela área A: 

                                                                                                           [1]                             

 

Figura 43 : Tensão em uma barra em tração. Fonte: BEER et al.(2010). 

 

 Será usado um sinal positivo para indicar uma tensão de tração (componente 

sob tração) e um sinal negativo para indicar tensão de compressão (componente em 

compressão). Como nessa discussão são usadas as unidades métricas do Sistema 

Internacional (SI), com P expressa em Newtons (N) e A em metros quadrados (m2), 

a tensão ζ será expressa em N/m2. Essa unidade é chamada Pascal (Pa). No 

entanto, considerando-se que o Pascal é um valor extremamente pequeno, na 

prática será usado o múltiplo dessa unidade, Mega Pascal (MPa), sendo 1 MPa = 

106 Pa. 
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A.2. Tensão de Cisalhamento 

 

 Ao se aplicar forças no sentido transversal a um componente de acordo com 

a figura 44, um tipo muito diferente de tensão é obtido. Passando um corte na seção 

transversal C entre os pontos de aplicação das duas forças, concluímos que devem 

existir forças internas no plano da seção, e que a resultante dessas forças é igual a 

P. Essas forças internas elementares são chamadas de forças de cisalhamento, e a 

intensidade P de sua resultante é a força cortante na seção. Dividindo a força 

cortante P pela área A da seção transversal, obtemos a tensão de cisalhamento na 

seção. Indicando a tensão de cisalhamento pela letra grega η (tau), escrevemos: 

                                                               η =                                                      [2] 

 

                                                  

Figura 44: Combinado de forças gerando tensões de cisalhamento. Fonte: BEERet 

al.(2010). 

 

A.3. Flexão 

 

 A partir de uma barra de seção retangular, aplica-se um momento fletor. O 

segmento descarregado da figura 45 é reto mas, quando o momento fletor é 

aplicado na figura 46, o segmento torna-se curvado (mostrado exageradamente). A 

linha de N até N ao longo da linha neutra não muda de comprimento, mas todas as 

outras linhas ao longo do eixo x devem ou encurtar-se ou alongar-se de forma a 

manter as seções transversais perpendiculares à linha neutra. A fibra mais externa 

da viga em A-A, é encurtada, o que a põe em compressão, e a fibra externa B-B, é 

alongada e colocada sob tração. Isso causa a distribuição de tensão de flexão 

mostrada na figura 46. A magnitude da tensão de flexão é zero na linha neutra e é 

linearmente proporcional à distância y da linha neutra. Essa relação é expressa pela 

conhecida fórmula de tensão de flexão: 
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                                                          ζx                                                  [3] 

 

         

Figura 45: Barra de seção transversal retangular antes da aplicação da carga. Fonte: 

NORTON (2007). 

 

Figura 46: Tensões normais geradas com o carregamento de flexão. Fonte: 

NORTON (2007). 

 

 Onde M é o momento fletor aplicado na seção em questão, I é o momento de 

inércia da área da seção transversal da viga em relação ao plano neutro (que passa 

pelo baricentro da seção transversal de uma viga reta) e y é a distância do plano 

neutro até o ponto onde a tensão é calculada. 

 A máxima tensão expressa normal de flexão ocorre nas fibras externas e é 

expressa por: 

                                                          ζx                                                      [4] 

 

onde c é a distância do plano neutro até a fibra externa tanto na parte superior 

quanto na parte superior quanto na parte inferior da viga. Observe que essas duas 

distâncias somente serão iguais em seções que são simétricas em relação ao plano 

neutro. O valor de c é tomado geralmente como positivo para ambas as superfícies, 

superior e inferior, e o sinal da tensão é obtido de acordo com a observação do 
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carregamento da viga para determinar qual superfície está sob compressão e qual 

está sob tração (NORTON, 2007). 

 

A.4 Tensão de Cisalhamento em Vigas sob Flexão 

 

 A tensão de cisalhamento em vigas sob flexão varia de forma oposta a tensão 

normais de tração e compressão. 

                              

Figura 47: Distribuição de tensões normais e de cisalhamento. Fonte SHIGLEY et 

al.(2008). 

 

 À medida que movemos para longe do eixo neutro, a tensão de cisalhamento 

decresce parabolicamente (figura 47), até que seja zero nas superfícies externas. É 

particularmente interessante e significativo observar que a tensão de cisalhamento é 

máxima no eixo neutro de flexão, onde a tensão decorrente da flexão é zero, e que é 

zero nas superfícies externas, onde a tensão de flexão é máxima.  

 A figura 47 mostra o valor de tensão de cisalhamento máxima decorrente de 

flexão para uma viga de seção retangular, segue abaixo para alguns tipos de seção: 
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Figura 48: Tensão máxima de cisalhamento para diferentes tipos de seções. Fonte: 

SHIGLEY et al. (2008). 

 

  

A.5. Coeficiente de Poisson. 

 

 Quando uma barra delgada homogênea é carregada axialmente, a tensão e a 

deformação específica resultantes satisfazem a lei de Hooke, desde que o limite de 

elasticidade do material não seja excedido. Supondo que a direção da força P seja a 

do eixo x (figura 9), temos ζx=P/A, onde A é a área da seção transversal da barra, e 

pela Lei de Hooke temos, 

                                                                  εx=                                                     [5] 

 

onde E é o módulo de elasticidade do material. 

 Notamos também que as tensões normais nas faces, respectivamente, 

perpendiculares aos eixos y e z são iguais a zero: ζy=ζz=0 (figura 49). Poderíamos 

ser tentados a concluir que as deformações específicas correspondentes εy e εz 

também são iguais a zero. No entanto, não é isso que ocorre. Em todos os materiais 

de engenharia, a deformação produzida por uma força axial de tração P na direção 

da força é acompanhada por uma contração em qualquer direção transversal (figura 

50). Conclui-se daí que a deformação específica deve ter o mesmo valor para 

qualquer direção transversal. Portanto, para o carregamento mostrado na figura 49 

devemos ter εy =εz. Esse valor comum é chamado de deformação específica lateral. 

Um parâmetro importante para um dado material é o seu coeficiente de Poisson, 

assim chamado em homenagem ao matemático francês Siméon Denis Poisson 

(1781-1840) e designado pela letra υ. Ele é definido como 

 

                             υ= -                               [6] 
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Figura 49: Barra em tração. Fonte: BEER et al. (2010). 

 

Figura 50: Força axial P acompanhada de contração transversal. Fonte: BEER et al. 

( 2010). 

 

A.6. Módulo de Elasticidade Transversal 

 

 Corresponde a um caso particular do módulo de elasticidade onde a força 

aplicada nesta situação é a de cisalhamento e não de compressão ou tração. Assim, 

dentro do regime elástico a tensão de cisalhamento é proporcional a deformação 

angular. Como o módulo de elasticidade, pela Lei de Hooke, a tensão de 

cisalhamento em qualquer ponto do material no regime elástico é dada por: 

(GARCIA. 2000) 

                                      G =  =  =  x               [7] 

 

Onde: G = módulo de elasticidade transversal; 

 τ = tensão de cisalhamento (Pa); 

 γ = deformação angular (adimensional). 

 

A.7. Concentração de Tensão. 

 

 Segundo SHIGLEY (2008), no desenvolvimento de equações básicas de 

tensão para tração, compressão, flexão e torção assumiu-se que nenhuma 
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irregularidade geométrica ocorria no membro considerado. Todavia, é muito difícil 

projetar uma máquina sem permitir algumas mudanças nas secções transversais 

dos membros. Qualquer descontinuidade em uma peça de uma máquina altera a 

distribuição de tensão na circunjacência, de modo que as equações elementares das 

tensões não mais descrevem o estado de tensão da peça nesses locais. Tais 

descontinuidades são denominadas aumentadores de tensão, e as regiões em que 

ocorrem são conhecidos como áreas de concentração de tensão. 

 A distribuição de tensão elástica ao longo de uma secção transversal de um 

membro pode ser uniformemente, como ocorre em uma barra sob tração; linear, 

como no caso de uma viga em flexão; ou ainda, rápida e cheia de curvas, como em 

uma viga curvada de modo acentuado. A concentração de tensão pode surgir de 

alguma irregularidade não inerente ao membro, tal como marcas de ferramenta, 

furos, entalhes, ranhuras ou roscas. Diz-se que haverá tensão nominal se o membro 

estiver livre de aumentadores de tensão. 

 Para auxiliar na compreensão desse efeito, examine a figura 51. Observe que 

as trajetórias de tensão são uniformes em todos os locais, exceto nas proximidades 

do furo; nele, entretanto, essas linhas de força têm de se curvar para dar a volta. A 

concentração de tensão é um efeito altamente localizado. A tensão na placa sob 

tração é máxima na borda do furo A-A; essa tensão cai rapidamente a medida que 

pontos mais afastados da borda. 

 Um fator de concentração teórico, ou geométrico, Kt ou Kts é utilizado para 

relacionar a máxima tensão real na descontinuidade à tensão nominal: 

 

                                                    ζmáx = kt.ζnom                                                                       [8] 

 

em que Kt é utilizado para tensões normais e Kts para tensões de cisalhamento. A 

tensão nominal ζnom ou ηnom é mais difícil de definir. Geralmente, é a tensão 

calculada utilizando-se equações elementares de tensão e a área líquida.  

 



57 
 

 

Figura 51: Distribuição de tensão próxima a um concentrador. Fonte: SHIGLEY et al 

.(2008). 

 

A.8. Tensões Principais 

 

 Segundo NORTON (2007), para qualquer combinação particular de tensões 

aplicadas, haverá uma distribuição contínua deste campo de tensão em torno de 

qualquer ponto analisado. A tensão normal e de cisalhamento no ponto irá variar 

com a direção em qualquer sistema de coordenada escolhido. Haverá sempre 

planos nos quais as componentes de tensão de cisalhamento são nulas. As tensões 

normais atuando nesses planos são chamadas tensões principais. Os planos nos 

quais essas tensões principais atuam são chamados planos principais. As direções 

da superfície normais aos planos principais são chamados eixos principais, e as 

tensões normais atuando nessas direções são as tensões normais principais (figura 

53.a). Haverá também outro conjunto de eixos mutuamente ortogonais, alongo dos 

quais as tensões de cisalhamento serão máximas. As tensões de cisalhamento 

principais (figura 53.b) atuam em um conjunto de planos que formam um ângulo de 

45° com os planos das tensões normais principais. 

 Considerando que, do ponto de vista de engenharia, estamos mais 

preocupados em projetar elementos de máquinas de modo que eles não falhem, e 

considerando também que falhas ocorrem quando a tensão em algum ponto excede 

o valor de segurança, precisamos encontrar as maiores tensões (tanto normal como 

de cisalhamento) que ocorrem em qualquer lugar do contínuo do material do 

elemento de máquina. Estamos menos interessados nas direções dessas tensões 

do que nas suas magnitudes, contanto que o material possa ser considerado pelo 
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menos macroscopicamente isotrópico, apresentando, desse modo, propriedades de 

resistência uniformes em todas as direções. A maioria dos metais e muitos outros 

materiais de engenharia estão de acordo com esse critério, embora madeira e 

materiais compósitos sejam exceções notáveis. 

 A expressão que relaciona as tensões aplicadas às tensões principais é 

 

                                          = 0                                   [9] 

 

onde ζ é a magnitude da tensão principal e nx, ny e nz  são as componentes do 

versor n, que é normal ao plano principal. Para que a equação [9] exista, o 

determinante da matriz dos coeficientes deve ser zero. Expandindo esse 

determinante e igualando a zero, obtemos 

 

                                             ζ3-C2ζ
2-C1ζ-C0=0                                                    [10] 

 

onde 

                         C2 =  ζx+ ζy+ ζz                                                                                       [11] 

          C1 = ηxy
2+ ηyz

2+ ηzx
2-ζxζy-ζyζz-ζzζx                                                         [12] 

      C0= ζxζyζz + 2ηxyηyzηzx - ζxηyz
2 - ζyηzx

2 - ζzηxy
2                                          [13] 

 

 

As três tensões principais (normais) ζ1, ζ2 e ζ3 são as três raízes do polinômio 

cúbico. As raízes desses polinômios são sempre reais e são geralmente ordenadas 

de modo que ζ1>ζ2>ζ3. As direções das três raízes principais são mutuamente 

ortogonais. 

 As tensões de cisalhamento principais podem ser obtidas a partir dos valores 

das tensões normais principais usando 

 

                                                 η13 =                                                                                            [14] 

                                                  η21=                                                                                           [15] 

                                                  η32=                                                                                           [16] 
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 Para o caso especial de um estado de tensão bidimensional, as tensões 

principais podem ser calculadas por:  

                              ζa, ζb =  ±                                              [17] 

 

 

Figura 52: Tensões aplicadas. Fonte: NORTON (2007). 

                                       

Figura 53.a: Tensões normais principais.  Figura 53.b:Tensões de cisalhamento 

principais    

                                               Fonte: NORTON (2007). 

 

A.9. Critério de Energia de Distorção Máxima 

 

 Este critério é um critério de falha baseado na determinação da energia de 

distorção de um dado material, isto é, da energia associada com variações na forma 

do material. De acordo com esse critério, também conhecido como critério de Von 

Misses (1883-1953), um componente estrutural está seguro desde que o valor 

máximo da energia de distorção por unidade de volume naquele material permaneça 

menor do que a energia de distorção por unidade de volume necessária para 

provocar escoamento em um corpo de prova do mesmo material, em um ensaio de 

tração. Primeiro, a energia de distorção por unidade de volume em um material 

isotrópico, em um estado plano de tensões, é: 
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                                     ud =  (ζa
2 – ζaζb + ζb

2)                                              [18] 

 

Onde ζa e ζb são as tensões principais e G é o módulo de elasticidade transversal. 

No caso particular de um corpo de prova em ensaio de tração que está começando 

a escoar, temos ζa = ζE, ζb= 0 e (µd)E= ζ2E/6G. Assim, o critério de energia de 

distorção máxima indica que o componente estrutural está seguro desde que µd < 

(µd)E, ou 

 

                                         ζa
2 – ζa ζb + ζb

2< ζE
2                                                [19] 

 

Isto é, desde que o ponto de coordenadas ζa e ζb fique dentro da área mostrada na 

figura 54. Essa área é limitada pela elipse da equação 

                                         ζa
2 – ζa ζb + ζb

2 = ζE
2                                                                       [20] 

 

que intercepta o eixo de coordenadas em ζa = +- ζE e ζb =ζb Podemos verificar que o 

eixo maior da elipse divide o primeiro e o terceiro quadrantes e se estende de A (ζa 

=ζb=ζE) até B (ζa =ζb=-ζE), enquanto seu eixo menor se estende de C (ζa =-ζb= -

0,577ζE) e D (ζa =-ζb= 0,577ζE). (BEER et al, 2010). 

 

 

Figura 54: Elipse utilizada no critério de energia de distorção máxima. Fonte: BEER 

et al (2010). 
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A.10. Fator de Segurança 

 

 De acordo com BEER et al (2010) a carga máxima que um elemento 

estrutural ou componente de máquina poderá suportar sob condições normais de 

utilização é consideravelmente menor do que o valor da carga-limite. Essa carga 

menor é conhecida como carga admissível e, às vezes, como carga de trabalho ou 

carga de projeto. Somente uma fração do limite da capacidade de carga do 

elemento é utilizada quando aplicada à carga admissível. A parte restante da 

capacidade de carga do elemento é mantida na reserva para garantir seu 

desempenho com segurança. A relação entre a carga-limite e a carga admissível é 

usada para definir o fator de segurança. Temos: 

 

                                Fator de segurança = F.S =                                [21]            

                           

Uma definição alternativa do coeficiente de segurança é baseada no uso de tensões: 

 

                               Fator de segurança = F.S =                                [22] 

 

 

A.11.  O Método de Elementos Finitos 

 

 A solução das equações da elasticidade generalizada para geometrias 

complexas é muito difícil de obter analiticamente. Neste caso é conveniente utilizar 

um método numérico para se obter uma solução aproximada aceitável que permita 

“visualizar” as tensões e deformações em cada ponto da estrutura. 

O chamado Método dos Elementos Finitos (MEF) consiste em diferentes 

métodos numéricos que aproximam a solução de problemas de equações 

diferencias através da subdivisão da geometria em elementos menores, chamados 

elementos finitos, nos quais a aproximação da solução exata pode ser obtida por 

interpolação de uma solução aproximada. Além dos métodos numéricos o MEF usa 

várias condições de contorno e critérios de convergência para obter a melhor 

representação do fenômeno de deformação do contínuo. 
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Aqui vamos apenas comentar alguns aspectos gerais do MEF aplicado à 

análise de tensões. A discussão dos tópicos 2.13 a 2.14 a seguir foi adaptada do 

trabalho de CALTAROSSO (2008). 

O método dos elementos finitos torna o meio contínuo em meio discreto como 

mostrado na figura 55. Cada elemento finito tem um número de nós associado a sua 

geometria e deve-se obter o relacionamento aproximado entre os deslocamentos 

dos nós dos elementos com suas respectivas forças por meio dos procedimentos 

diretos da mecânica ou com formulações variacionais ou, ainda, de resíduos 

ponderados. Para o estudo do conjunto, basta montar os elementos e considerar as 

respectivas equações algébricas que representam o relacionamento entre os 

deslocamentos e as forças. 

 

 

 

                           

                            Figura 55: Modelo subdividido em elementos finitos. 

 

 Para se obter a malha desejada existem diversos tipos de elementos com 

características variadas. Como para a realização do presente trabalho foi utilizado o 

software Solidworks Simulation 2011, será detalhado a formulação do MEF para o 

elemento tetraédrico (utilizado pelo programa), que se subdivide em tetraédrico 

linear e tetraédrico parabólico. 

 

A.12. Elemento Tetraédrico Linear 

 

Devido à versatilidade de geometria do tetraedro, qualquer corpo sólido 

contínuo pode ser representado por um conjunto de tetraedros. Cada tetraedro 
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possui nós que definem sua geometria. A formulação do MEF consiste basicamente 

em quatro passos: 

* Relacionar as forças aplicadas com o deslocamento de cada nó do elemento; 

* Definir uma função de interpolação para os deslocamentos; 

* Calcular as deformações a partir dos deslocamentos; 

* Calcular as deformações a partir das deformações. 

 

a.Relação entre forças e deslocamentos 

 

A figura 56 ilustra um corpo sólido contínuo dividido artificialmente por um 

número finito de elementos tetraédricos lineares, conectados por seus nós. 

 

 

Figura 56: Sólido dividido com uma malha Tetraédrica Linear. Fonte: 

(CALTAROSSO, 2008). 

 

 O elemento finito tetraédrico linear possui quatro nós, conforme a figura 57, e 

seus movimentos podem ser descritos pelas componentes u, v e w, pois,segundo a 

teoria da elasticidade, a definição de deslocamentos em um sólido sob o estado 

triaxial de tensões é efetuada por três componentes de deslocamento. Assim, o 

elemento tetraédrico linear que apresenta quatro nós possui 12 graus de liberdade 

porque cada nó tem três componentes de deslocamento. Com isso a matriz coluna 

{f} que representa as forças atuantes nos nós, tem dimensão 12x1, e da mesma 

forma a matriz coluna {} que representa os deslocamentos dos nós tem dimensão 



64 
 

12x1. A conseqüência é uma matriz de rigidez [K], que relaciona o comportamento 

entre as forças e os deslocamentos, e que tem dimensão 12x12, como segue: 

 

                                         {f}12x1=[K]12x12x{δ}12x1                                                          [23] 

 

 

      Figura 57: Elemento finito tetraédrico linear. Fonte: (CALTAROSSO, 2008). 

 

b. Definição das funções de interpolação 

 

 Para encontrar a matriz de rigidez se admite que os deslocamentos seguem 

uma função polinomial em relação aos eixos x, y e z. O grau desse “polinômio de 

interpolação” é definido pelo número de graus de liberdade do elemento tetraédrico, 

neste caso o polinômio escolhido deverá conter 12 coeficientes desconhecidos. 

Como se tem três componentes de deslocamento em cada nó, têm-se três funções 

para representar os deslocamentos u, v e w, sendo que cada função deve utilizar4 

coeficientes. O conjunto das três funções é expressa por: 

 

                                    u(x,y,z) = C1+C2x+C3y+C4z                                   [24] 

                                   v(x,y,z) = C5+C6x+C7y+C8z                                    [25] 

                                   w(x,y,z) = C9+C10x+C11y+C12z                                [26] 

 

 Para um conjunto de tetraedros, vários tetraedros adjacentes compartilham as 

mesmas funções de interpolação. Assim, os coeficientes de interpolação podem 

calculados a partir de condições de equilíbrio. 
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c. Cálculo das deformações  

 

 Da teoria da elasticidade calculam-se as deformações em qualquer ponto 

dentro do elemento finito sólido, dentro das hipóteses das funções de interpolação 

adotadas. Então: 

            εx =  ; εy =  ; εz =  ;γxy= + + γxz= + ; γyz= +           [27] 

 

εx = =C2=CONSTANTE                                                                          [28] 

εy = =C7=CONSTANTE               [29] 

εz = =C12=CONSTANTE                         [30] 

γxy= + =C3+C6=CONSTANTE              [31] 

γxz= + =C4+C10=CONSTANTE                        [32] 

γyz= + =C8+C11=CONSTANTE                                  [33] 

 

 Observa-se que o elemento sólido tetraédrico é um elemento de deformações 

constantes. 

 

a. Cálculo das tensões 

 

 O cálculo das tensões decorre imediatamente do cálculo das deformações, 

utilizando, da teoria da elasticidade, a equação: 

 

                                              {ζ(x,y,z)}=[D]x{ε(x,y,z)}                                    [34] 

 

Onde [D] é a matriz de elasticidade para o estado triaxial de tensões dada por: 
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      [D] =  x                            [35] 

 

 

A.13. Elemento Tetraédrico Parabólico 

 

 A figura 58 ilustra um corpo sólido contínuo dividido artificialmente por um 

número finito de elementos tetraédricos parabólicos, conectados através de seus 

nós. 

 

 

Figura 58: Sólido dividido com uma malha Tetraédrica Parabólico. Fonte: 

(CALTAROSSO, 2008). 

 

a.Relação entre forças e deslocamentos 

 

 O elemento finito tetraédrico parabólico possui 10 nós, 6 nos cantos e 4 no 

meio de cada aresta, conforme figura 59, e seus movimentos podem ser descritos 

pelos componentes u, v e w. Assim o elemento tetraédrico parabólico possui 30 

graus de liberdade, e com isso a matriz coluna representada pelas forças atuantes 

nos nós tem dimensão 30x1. E da mesma forma a matriz coluna representada pelos 



67 
 

deslocamentos nodais tem dimensão 30x1. A conseqüência é uma matriz de rigidez 

com dimensão 30 x 30, como segue: 

 

 

                                         {f}30x1 = [K]30x30x{δ}30x1                                                                    [36] 

 

 

Figura 59: Elemento finito tetraédrico parabólico. Fonte: (CALTAROSSO, 2008). 

 

b. Definição das funções de interpolação 

 

 O grau do polinômio de interpolação é definido pelo número de graus de 

liberdade do elemento tetraédrico, assim, o polinômio escolhido deverá conter 30 

coeficientes desconhecidos. O conjunto das três funções é expresso por: 

 

 u(x,y,z) = C1+C2x+C3y+C4z+C5xy+C6xz+C7yz+C8x
2+C9y

2+C10z
2                          [37] 

 

 v(x,y,z) = C11+C12x+C13y+C14z+C15xy+C16xz+C17yz+C18x
2+C19y

2+C20z
2        [38] 

 

w(x,y,z) = C21+C22x+C23y+C24z+C25xy+C26xz+C27yz+C28x
2+C29y

2+C30z
2        [39] 
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c. Cálculo das deformações 

 

 Da mesma forma com os elementos tetraédricos lineares, da teoria da 

elasticidade, calculam-se as deformações em qualquer ponto dentro do elemento 

finito sólido, dentro das hipóteses das funções de interpolação adotadas. Temos 

então: 

         εx =  ; εy =  ; εz =  ;γxy= + + γxz= + ; γyz= +                       [40] 

 

εx = =C2+C5y+C6z+2C8x                                                                               [41] 

εy = = C13+C15x+C17z+2C19x                                                                         [42] 

εz = =C12= C24+C26x+C27y+2C30z                                                                 [43] 

γxy= + = C3+C5x+C7z+2C9y+ C12+C15y+C16z +2C18x                                  [44] 

γxz= + = C4+C6x+C7y+2C10z+ C22+C25y+C26z +2C28x                                 [45] 

γyz= + = C14+C16x+C17y+2C20z+ C23+C25x+C27z +2C29y                             [46] 

 

 Assim, o elemento sólido tetraédrico é um elemento de deformações que 

variam linearmente com x, y e z. 

 

d. Cálculo das tensões 

 

O cálculo das tensões decorre imediatamente a partir do cálculo das 

deformações, da teoria da elasticidade, a equação [33] utilizada para o caso dos 

elementos tetraédricos lineares, onde [D] é a matriz de elasticidade para o estado 

triaxial de tensões. Para exemplificar, o cálculo da tensão ζx em qualquer ponto do 

elemento é efetuado pelo produto matricial em [x]: 

 

ζx=  x                                                          [47] 

 

  ζx= x {C2+C5y+C6z+2C8x+ x(C13+C15x+C17z+2C19y)+ x (C24+C26x+C27z+2C30y)}   [48] 
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A.14. Geração da Malha 

 

 Um aspecto interessante em MEF é como dividir a peça em estudo em 

tetraedros, e ainda como definir o número de elementos e o seu tamanho. Para isso, 

o software aplica o método de triangulação de Voronoi-Delaunay. 

 

A.15. Diagrama de Voronoi 

 

 Na matemática, um diagrama de Voronoi, também conhecido como 

construção de Dirichlet, é uma decomposição de um espaço em polígonos de 

acordo com a distância a determinados pontos. No caso mais simples é dado um 

conjunto A de n pontos p no espaço, então se determina para cada ponto p qual é a 

regiãoV(p) de pontos do plano que estão mais próximos de p do que de qualquer 

outro ponto em A. As arestas dos polígonos são os pontos no plano eqüidistantes a 

dois pontos p vizinhos, enquanto os nós são os pontos eqüidistantes a três ou mais 

pontos p (WIKIPEDIA). Podemos também determinar a posição dos pontos p a partir 

do número de polígonos que devem preencher o espaço. 

 De acordo com Berveglieri et al. (2008), a construção automática do diagrama 

de Voronoi no plano pode ser obtida por meio de diferentes abordagens 

algorítmicas. (não sabemos qual a abordagem usada no SolidWorks). A figura 60.a 

ilustra a representação de um diagrama de Voronoi, onde é possível observar que 

as regiões induzidas pelos pontos são todas convexas. 

 

        

        Figura 60.a: Diagrama de Voronoi.          Figura 60.b: Triangulação de Delaunay. 

Fonte: (MAGALHÃES, G, 2000) 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Espa%C3%A7o_m%C3%A9trico
http://pt.wikipedia.org/wiki/Dist%C3%A2ncia
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A.16. Triângulação de Delaunay 

 

Segundo CAIRES (2010), dado um conjunto de pontos distribuídos 

aleatoriamente em um plano (nuvem inicial), um número virtualmente ilimitado de 

malhas de triângulos pode ser gerado. A triangulação de Delaunay é a que resulta 

em um conjunto de triângulos o mais próximo possível de triângulos eqüiláteros. 

Essa propriedade torna este tipo de triangulação adequada para a solução de 

problemas em domínios de geometria complexa pelo MEF. 

Matematicamente, a triangulação de Delaunay é um dual1 do diagrama de 

Voronoi, e pode ser construída gerando-se inicialmente o diagrama de Voronoi e 

depois interligando os pontos internos dos polígonos vizinhos com segmentos de 

reta formando os triângulos (Namikawa, 1995). A figura 60.b mostra a triangulação 

de Delaunay construída a partir do diagrama de Voronoi. 

 Os algoritmos para construção da triangulação de Delaunay forma 

modificados para acompanhar a geometria externa do sólido e também aumentar o 

número de pontos em regiões de maior interesse (CAIRES, 2010). O software 

utilizado neste trabalho gera uma malha Delaunay a partir de um diagrama de 

Voronoy, e para problemas de contorno e geometria complexa utiliza um aplicativo 

de geração de malha com base em curvatura, na qual refina automaticamente a 

malha em regiões de curva e mudança brusca de geometria. 

 

 

 

 

 

 

                                                           
1
 Em matemática, um dual de um dado gráfico G é um gráfico que tem um vértice para cada região plana de G 

e uma aresta para cada aresta em G juntando duas regiões planas vizinhas (WIKIPEDIA). 


